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Resumen. A partir de elementos conocidos como el producto escalar, el
ángulo entre dos vectores, la proyección estereográfica y la curvatura de una
superficie, entre otros, queremos formular un problema clásico en geometría
diferencial. El problema consiste en demostrar la existencia de una métrica
g conforme puntualmente a la métrica usual de R2, de tal manera que la
curvatura gaussiana calculada con la nueva métrica coincida con una función
suave K dada previamente y que llamaremos curvatura prescrita.
1. Introducción
Sea (R2, δij) el plano con la métrica usual. Si g es otra métrica riemanniana en
R
2, diremos que g es puntualmente conforme a δij si y sólo si existe una función
u ∈ C∞(R2) tal que g = e2uδij . Un problema clásico en geometría diferencial es
determinar la familia de funciones K definidas sobre el plano para las cuales existe
una métrica g, conforme a la métrica δij y con curvatura de Gauss K.
Dada la funciónK, la existencia de g es equivalente a la existencia de una solución
suave que satisface el problema siguiente:
∆u+Ke2u = 0 en R2, donde g = e2uδij . (1)
Pretendemos en este artículo demostrar esta equivalencia, y usar la inversa de la
proyección estereográfica para exhibir un ejemplo de una métrica conforme con
curvatura gaussiana prescrita igual a uno.
2. Preliminares
2.1. Métricas riemannianas
Una variedad riemanniana es una variedad suave, en la que hemos escogido una
función real, bilineal, simétrica y positivamente definida sobre los pares ordenados
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de vectores tangentes en cada punto. Así, siX, Y y Z pertenecen al espacio tangente
a R2, TpR
2, en el punto p, entonces gp(X,Y ) es un número real y satisface las
siguientes propiedades:
a) gp(X,Y ) = gp(Y,X). (simétrica)
b) gp(aX + bY, Z) = agp(X,Z) + bgp(Y,Z), a, b ∈ R. (bilineal)
c) gp(X,X) > 0, ∀X 6= 0. (positivamente positiva)
d) gp(X,Y ) = 0, ∀X implica Y = 0. (no singular)
2.2. La primera forma fundamental
Sea f : R2 −→ R3 una superficie suave y regular. El producto escalar que define la
estructura euclidiana en R3 determina por restricción una forma bilineal simétrica
y no degenerada en cada uno de los espacios tangentes a la superficie, Tpf , p ∈ R2.
Dado que la diferencial df(p) es una biyección entre TpR
2 y el espacio tangente
Tpf , la primera forma fundamental determina también una métrica riemanniana
sobre R2, así:
gp(X,Y ) = 〈df(p)X, df(p)Y 〉, p ∈ R2, X, Y ∈ TpR2,
donde 〈·, ·〉 es el producto escalar de R3.
Las componentes de la matriz de la forma bilineal en la base fija {e1, e2} en p
son gij = gp(ei, ej). (Gauss usó la notación E = gij , g12 = g21 = F, g22 = G).
2.3. Inversa de la proyección estereográfica
La parametrización más natural de la esfera de radio 1 y centro en el origen,
S2, está dada por las coordenadas “geográficas”, o esféricas. Podemos, sin embargo
considerar otra parametrización que usa la proyección estereográfica. Dado el punto
q ∈ S2, consideramos la línea recta que pasa por dicho punto y por el polo norte
N = (0, 0, 1). El punto de intersección de la recta con el plano xy es la imagen
de q bajo la proyección estereográfica y se denota por Π(q). La aplicación inversa
pi−1 : R2 −→ S2 − N define una parametrización de la esfera y está dada por la
fórmula
Π−1(x, y) =
(
2x
1 + x2 + y2
,
2y
1 + x2 + y2
,
x2 + y2 − 1
1 + x2 + y2
)
.
Con un cálculo sencillo obtenemos
dΠ−1(x, y) =
1
(1 + x2 + y2)2

2− 2x
2 + 2y2 −4xy
−4xy 2 + 2x2 − 2y2
4x 4y

 ;
por lo tanto, la matriz de la métrica riemanniana inducida por la primera forma
fundamental es: [g] =
4
(1 + x2 + y2)2
[
1 0
0 1
]
. Obsérvese que esta métrica es igual
a una función positiva multiplicada por la matriz de la métrica usual.
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3. Métricas conformes
Definición 3.1. La métrica g es conforme puntualmente a la métrica usual de R2, δij
si y sólo si
g(X,Y )√
g(X,X)
√
g(Y, Y )
=
δij(X,Y )√
δij(X,X)
√
δij(Y, Y )
, para X,Y ∈ TpR2, p ∈ R2.
Es decir, g conserva los ángulos entre los vectores. A manera de ejemplo, pode-
mos decir que la métrica riemanniana inducida por la inversa de la proyección
estereográfica es conforme puntualmente a la métrica usual de R2.
Teorema 3.2. La métrica g es conforme puntualmente a la métrica usual δij de R
2
si y sólo si g = e2uδij, para alguna función u ∈ C∞(R2).
Demostración. La demostración se hará en un solo sentido; el otro se deja como
ejercicio.
Sea [g] =
[
E F
F G
]
, conforme puntualmente a la métrica δij .
Tomando X =
[
1
1
]
y Y =
[
1
0
]
y aplicando la Definición 3.1, obtenemos F = 0;
por otra parte con X =
[
1
1
]
y Y =
[
1
0
]
se obtiene la ecuación
√
2
2
=
E√
E
√
E +G
,
de donde se deduce E = G. Por ser g una forma bilineal positivamente definida, en-
tonces E > 0. Concluimos entonces que g = E(p)δij = e
2uδij , donde u =
1
2
lnE(p)
y p = (x, y) ∈ R2. ¤X
A continuación daremos respuesta a la siguiente pregunta: ¿Qué relación existe
entre la función u y la curvatura gaussiana K relativa a la métrica conforme g?
Teorema 3.3. Si g es una métrica conforme puntualmente a la métrica usual δij
de R2, y K es la curvatura gaussiana relativa a g, entonces
∆u+Ke2u = 0 en R2, donde g = e2uδij . (2)
Demostración. Se sabe que la curvatura de Ricci de g se expresa así:
Rij =
∂Γijt
∂xt
− ∂Γ
t
it
∂xj
+ ΓsijΓ
t
st − ΓsitΓtsj ,
donde
Γkij =
1
2
gkl
(
∂gil
∂xj
+
∂gil
∂xi
− ∂gij
∂xl
)
son los símbolos de Christoffel para g. La curvatura gaussiana está dada por la
fórmula
2K = R =
1
2
∑
ij
gikRik, donde R es la curvatura escalar. (3)
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Si g es puntualmente conforme a δij , entonces gij = e
2uδij y g
ij = e−2uδij .
Tenemos entonces que
Γ1
11
=
∂u
∂x1
, Γ1
12
=
∂u
∂x2
, Γ1
21
=
∂u
∂x2
, Γ1
22
= − ∂u
∂x1
,
Γ2
11
= − ∂u
∂x2
, Γ2
12
=
∂u
∂x1
, Γ2
21
=
∂u
∂x1
, Γ2
22
=
∂u
∂x2
,
R11 = −2∆u, R22 = −2∆u.
De (3) se obtiene la ecuación deseada
∆u+Ke2u = 0. ¤X
En el caso de la inversa de la proyección estereográfica se puede verificar que
u = ln 2− ln(1 + x2 + y2) satisface la ecuación (2) con K = 1.
En el caso de R2 podemos afirmar: dada la curvatura gaussiana prescrita K = 1,
existe al menos una métrica g conforme puntualmente a la usual tal que la curvatura
gaussiana de R2 con la métrica g coincide con K.
Es claro que esta métrica es la inducida por la inversa de la proyección estereográ-
fica. La pregunta general será: ¿para qué clase de funciones K existe una métrica
conforme g tal que la curvatura gaussiana relativa a g sea K?
Algunos resultados obtenidos son los siguientes:
Si K es no positiva y |K(p)| decae más lento que |p|−2 en infinito, entonces la
ecuación (2), y por ende el problema de la deformación conforme, no tiene solución
(ver [7]). Sin embargo, si K es positiva en algún punto, la situación es diferente.
Si K(p0) > 0 para algún p0 ∈ R2, R. C. Mc Owen (ver [5]) probó que para
K(p) = O(r−L) cuando r → ∞, la ecuación (2) tiene una solución en C2, donde
L es una constante positiva. Adicionalmente no es difícil ver que la ecuación (2)
tiene soluciones para cada constante positiva K = C. Para el caso en que K es no
positivo en todo R2, K. Chen y C. Lin probaron un resultado de existencia, siempre
y cuando K satisfaga ciertas condiciones adicionales (ver [3]).
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